
XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 16 îêòÿáðÿ 2008.Ôèíàë.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî n ìíîæåñòâ îáðàçóþò ñîöâåòèå, åñëè èõ ïîïàðíûå ïåðå-ñå÷åíèÿ ñîâïàäàþò (âîçìîæíî, âñå ïóñòû). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî

N = N(n, k) èç ëþáûõ N ìíîæåñòâ äàííîé ìîùíîñòè k ìîæíî âûáðàòü n ìíîæåñòâ,îáðàçóþùèõ ñîöâåòèå.2. f è g � ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî f(Q) =

g(Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = g(ax+ b) äëÿ íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ a 6= 0è b.3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è Fn (F0 = 0, F1 = 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, èìåþùåå íå ìåíåå 100 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ÷òî

Fn äåëèòñÿ íà n.4. Íà ïëîñêîñòè äàí òðåóãîëüíèê ABC. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðû îêðóæ-íîñòåé, êàñàþùèõñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî è èìåþùèõ îáùóþõîðäó. Íàçîâåì ýòó õîðäó PQ. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ

CPQ èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò C, ëèáî èìåþò îáùóþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå

C. 5. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïðîâåäåíû îáùèåâíåøíèå êàñàòåëüíûå AD è BE è âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ CF . Ïðÿìàÿ CO1 ïåðåñå-êàåò AB â òî÷êå M , à ïðÿìàÿ FO2 ïåðåñåêàåò DE â òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ

MN äåëèò îòðåçîê CF ïîïîëàì.6. Íàéäèòå âñå îïåðàöèè ⋆ : R × R → R òàêèå, ÷òî (x ⋆ z) ⋆ (z ⋆ y) = (x ⋆ y) + z.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè −1 6 xi 6 1, f(x) =
∏

(x−xi), òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷èñåë
a, b, ÷òî −1 < a < 0 < b < 1 è |f(a)| > 1, |f(b)| > 1.8. Â ãðà�å 3n âåðøèí, îíè ðàçáèâàþòñÿ íà òðè êëèêè (ïîëíûõ ïîäãðà�à) ïî nâåðøèí. Ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò êëèêè íà n + 1 âåðøèíå. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíûãðà�à ìîæíî ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü â [5n/3] öâåòîâ.9. Â ýêçàìåíå n âîïðîñîâ, íà êàæäûé ìîæíî îòâåòèòü ïðàâèëüíî èëè íåïðàâèëüíî.Íèêàêèå äâîå ó÷àñòíèêîâ íå îòâåòèëè îäèíàêîâî íà âñå âîïðîñû. Îöåíêà çà âåðíûéîòâåò íà êàæäûé âîïðîñ âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , 2n}. Äîêàæèòå, ÷òî âà-ðèàíòîâ âûáðàòü îöåíêè çà âîïðîñû, ïðè êîòîðûõ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîáåäèòåëü(ó÷àñòíèê ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé áàëëîâ), íå ìåíüøå, ÷åì âàðèàíòîâ, ïðè êîòîðûõïîáåäèòåëü íå åäèíñòâåííûé.10. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ak}

∞
k=1

, ÷òî â íåéêàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç, è ïðè ýòîì îíà÷èñòî ïåðèîäè÷íà ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ?
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