
XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 14 îêòÿáðÿ 2008.Òðåòèé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé1. Äëÿ äàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìèóñëîâèÿìè: a0 = 0, a1 = 1, ak+2 = 2ak+1 − pak. Íàéäèòå âñå p, ïðè êîòîðûõ â ýòîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèòñÿ ÷èñëî −1.2. Â ãðà�å 2008 âåðøèí, è ñðåäè ëþáûõ 144 âåðøèí íàéäóòñÿ äâå, ñîåäèíåííûåðåáðîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè â ýòîì ãðà�å 15 âåðøèí è ïðîíóìåðîâàòü èõ÷èñëàìè îò 1 äî 15 òàê, ÷òî ïðè âñÿêîì k îò 2 äî 15 âåðøèíà ñ íîìåðîì k ñîåäèíåíàñ âåðøèíîé ñ íîìåðîì [k/2].3. Äâà èãðîêà èãðàþò â òàêóþ èãðó: èçíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Èãðîêñâîèì õîäîì ìîæåò âçÿòü äâà óæå íàïèñàííûõ ÷èñëà (ìîæíî áðàòü îäíî è òî æåäâàæäû) è âûïèñûâàåò íà äîñêó ëèáî ñóììó, ëèáî ïðîèçâåäåíèå âçÿòûõ ÷èñåë, íåñîâïàäàþùèå ñ óæå íàïèñàííûìè. Âñå âûïèñûâàåìûå ÷èñëà äîëæíû áûòü ìåíüøå÷åì 1757. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì âûïèøåò íà äîñêó ÷èñëî 1756. Êòî âûèãðàåòïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé, èëè åãî ñîïåðíèê?4. Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì I. Äèà-ãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî AP
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CI2 .5. Íàçîâåì äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a è b ïîõîæèìè, åñëè äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõíàòóðàëüíûõ n ÷èñëà [10na] è [10nb] îêàí÷èâàþòñÿ íà îäèíàêîâóþ öè�ðó (èíûìè ñëî-âàìè, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñåë a è b â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå ðàçðÿäîâ îäèíàêîâûåöè�ðû). Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî òàê ïîêðàñèòüâ 10 öâåòîâ, ÷òî ëþáûå äâà îäíîöâåòíûõ ÷èñëà ïîõîæè.6. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n, ÷òî n! + 8 äåëèòñÿ íà 2n + 1.7. Íà ïëîñêîñòè äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê. Íàçîâåì åãî âåðøèíó A õîðîøåé, åñ-ëè òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ âåðøèíå A îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùåéäâå ñîñåäíèå ñ A âåðøèíû, ïðèíàäëåæèò ìíîãîóãîëüíèêó (âîçìîæíî, åãî ãðàíèöå).Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ âåðøèí ìîæåò áûòü ó âûïóêëîãî ñòîóãîëüíè-êà?8. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) îò òðåõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ
a, b, c, d è e óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(a, b, c) + f(b, c, d) + f(c, d, e) + f(d, e, a) + f(e, a, b) = a + b + c + d + e.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn (n > 5) ñïðàâåä-ëèâî ðàâåíñòâî

f(x1, x2, x3) + f(x2, x3, x4) + . . . + f(xn, x1, x2) = x1 + x2 + . . . + xn.9. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé êðàòíûé (x − 1)n ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n2 ñöåëûìè êîý��èöèåíòàìè, ìîäóëè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n2.10. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðåóãîëüíèê ABC, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, èòî÷êà P . Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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