
XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 15 îêòÿáðÿ 2008.×åòâåðòûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé1. Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ ñòîðîí AC è

AB â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à N � òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿAM è EF . ÏðÿìûåBI è CI âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþíà BC, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî NX
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.2. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si ñóììóâñåõ ýòèõ ÷èñåë, êðîìå ai. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíàÍÎÄ(a1, S1) +ÍÎÄ(a2, S2) + . . . + ÍÎÄ(an, Sn)

a1 + a2 + . . . + anâ çàâèñèìîñòè îò n ïðè n > 2?3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2008 6 k 6 n
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n .4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ, ðàçáèâàþùèõñÿ íà k öèê-ëîâ, ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûïèñàòü ÷èñëà îò 1 äî n â ðÿä â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáûíàøëîñü ðîâíî k ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå âñåõ íàïèñàííûõ ïåðåä íèì.5. Îòðåçêè AA1 è BB1 � áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê

A1B1 ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1 < n2 < . . . < nk âñå (êîìïëåêñíûå)êîðíè ìíîãî÷ëåíà 1 + zn1 + zn2 + . . . + znk ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 1+
√

5

2

.7. Â ãðà�å ñ n > 10 âåðøèíàìè ñòåïåíè ðàâíû d1 6 d2 6 . . . 6 dn. Îêàçàëîñü, ÷òî
di + dn+1−i > n. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.8. Ïóñòü σ(n) � ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî
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6 2n.9. Äàí ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ABCD. Íà ðåáðå CD áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå òî÷êè

M . Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðû âñåõ òðåóãîëüíèêîâ AMB ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.10. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî
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∑

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak|,ãäå îáå ñóììû áåðóòñÿ ïî âñåì íàáîðàì k ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Ak ⊂ X. (Çäåñü |S|îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S).

XIX �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀäëåð. 15 îêòÿáðÿ 2008.×åòâåðòûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé1. Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ ñòîðîí AC è
AB â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à N � òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿAM è EF . ÏðÿìûåBI è CI âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþíà BC, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî NX

NY
= AC

AB

.2. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si ñóììóâñåõ ýòèõ ÷èñåë, êðîìå ai. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíàÍÎÄ(a1, S1) +ÍÎÄ(a2, S2) + . . . + ÍÎÄ(an, Sn)

a1 + a2 + . . . + anâ çàâèñèìîñòè îò n ïðè n > 2?3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2008 6 k 6 n

2 n

√

Ck
n >

n

√

Ck−1
n + n

√

Ck+1
n .4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ, ðàçáèâàþùèõñÿ íà k öèê-ëîâ, ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ âûïèñàòü ÷èñëà îò 1 äî n â ðÿä â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáûíàøëîñü ðîâíî k ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå âñåõ íàïèñàííûõ ïåðåä íèì.5. Îòðåçêè AA1 è BB1 � áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê

A1B1 ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1 < n2 < . . . < nk âñå (êîìïëåêñíûå)êîðíè ìíîãî÷ëåíà 1 + zn1 + zn2 + . . . + znk ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 1+
√

5

2

.7. Â ãðà�å ñ n > 10 âåðøèíàìè ñòåïåíè ðàâíû d1 6 d2 6 . . . 6 dn. Îêàçàëîñü, ÷òî

di + dn+1−i > n. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.8. Ïóñòü σ(n) � ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî

n
∑

k=1

σ(k)

k
6 2n.9. Äàí ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ABCD. Íà ðåáðå CD áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå òî÷êè

M . Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðû âñåõ òðåóãîëüíèêîâ AMB ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.10. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî

∑

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak| = (2k − 1)
∑

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ak|,ãäå îáå ñóììû áåðóòñÿ ïî âñåì íàáîðàì k ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Ak ⊂ X. (Çäåñü |S|îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S).


