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Ôèíàë
1. ×åâèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ëåæàùåé

âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî PA1 = PB1 = PC1. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû, âîññòàâëåííûå â òî÷êàõ A1, B1 è C1 ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.
2. Ðåáðà ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ ïîêðàñèëè â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà. Ïðè

êàêîì íàèìåíüøåì n çàâåäîìî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäóòñÿ ëèáî 100 ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðàñíûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ öèêëîâ, ëèáî 100 ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ ñèíèõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ öèêëîâ?
3. Íà âûñîòå îïóùåííîé èç âåðøèíû A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà

òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî AK = r, ãäå r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé BC, à
÷åðåç F òî÷êó Ôåéåðáàõà. Äîêàæèòå, ÷òî ∠KFA1 = 90◦.
4. Èç øàõìàòíîé äîñêè âûðåçàíà êëåòêà. Ðàññìîòðèì âñå ëîìàíûå, âñå âåðøèíû

êîòîðûõ ðàçëè÷íû è ëåæàò â öåíòðàõ íåâûðåçàííûõ êëåòîê, à êàæäîå ðåáðî èìååò
äëèíó ëèáî

√
17, ëèáî

√
65. Â êàêîì ñëó÷àå ëîìàíûõ áîëüøå: êîãäà âûðåçàíà êëåòêà

b1, èëè êîãäà c6?
5. Ïî êðóãó ñòîÿò n > 2 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû. Êàæäóþ

ìèíóòó êàæäîå ÷èñëî x çàìåíÿåòñÿ íà yz/x, ãäå y è z � ñîñåäè ÷èñëà x (íàïðèìåð,
èç 1, 2, 3, 4 ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëà 8, 3/2, 8/3, 3/4). Ïðè êàêèõ n âîçìîæíî, ÷òîáû ïðè
âûïîëíåíèè ýòîé îïåðàöèè ÷èñëà âñå âðåìÿ îñòàâàëèñü íàòóðàëüíûìè?
6. Ïðè êàêèõ k ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè k è ìíîãî÷ëåí Q(x) òàêèå, ÷òî

P 2(x) = (x10 + 1)Q2(x) + 1?
7. Ïóñòü {d1, d2, . . . , dm} � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n. Èçâåñòíî, ÷òî

d1 + d2 + . . . + dm −m m
√

d1 · . . . · dm = (
√

n− 1)2,

Íàéäèòå âñå òàêèå n.
8. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî

êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà f(n) ðîâíî âäâîå áîëüøå êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n.
9. Ïóñòü n > 4. Ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ðàâíà 1. Íàéäèòå

ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
x1

2− x2
+

x2

2− x3
+ . . . +

xn

2− x1
.

10. Íåâåíà âûáèðàåò ýëåìåíò x èç ìíîæåñòâà A = {1, 2, 3, 4, . . . , 15, 16}. Ýìèëü ïå-
ðåäàåò Íåâåíå ñïèñîê èç k ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç
êîòîðûõ ðàâíà 79. Ïîñëå ýòîãî Íåâåíà ðÿäîì ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì ïèøåò ïðè-
íàäëåæèò ëè åìó ýëåìåíò x. Â ñâîèõ îòâåòàõ Íåâåíà ìîæåò îøèáèòüñÿ íå áîëåå îäíîãî
ðàçà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k Ýìèëü çàâåäîìî ñìîæåò óçíàòü ýëåìåíò x?


