
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Òðåòèé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé.

1. Ïóñòü h1 è h2 � ïóòè èç A â C è èç D â B ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü òî÷êà
O � èõ ïåðâàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (ïîñêîëüêó ïóòè èäóò òîëüêî ââåðõ è âëåâî, îíà áóäåò ïåðâîé íà îáîèõ
ïóòÿõ). Ïîìåíÿåì ìåñòàìè íà÷àëüíûå ÷àñòè ïóòåé (îò A äî O è îò D äî O). Ïîëó÷àòñÿ ïóòè h′1 èç A â
B è h′2 èç D â C. Ïðè ýòîì O òàêæå áóäåò ïåðâîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïóòåé h′1 è h′2, ïîýòîìó èñõîäíûå
ïóòè âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî íèì îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò, ýòà îïåðàöèÿ äàåò áèåêöèþ ìåæäó ïàðàìè ïóòåé èç
A â C è B â D, è ïàðàìè ïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé èç A â B è èç C â D. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïàð
ïóòåé èç A â B è èç C â D íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ïàð ïóòåé èç A â C è èç D â B.
2. Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ èç óñëîâèÿ çàäà÷è AA1

A1B
= PA2

PB2 .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà ABCD, òî âî ïåðâûõ A1B1C1D1 � ïàðàëëåëîãðàìì, à âî âòîðûõ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P
äî ïðÿìûõ AB è CD ðàâíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü ëåììîé íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè PA = PC, òî

AA1

A1B
=

PA2

PB2
=

PC2

PB2
=

B1C

BB1

.

Òàê êàê AA1

A1B
= CB1

B1B
, òî A1B1 ‖ AC. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè PA = PC, òî C1D1 ‖ AC. Òàêèì

îáðàçîì P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê äèàãîíàëÿì AC è BD, òî A1B1C1D1 �
ïàðàëëåëîãðàìì. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABP ïî òðåì ñòîðîíàì ðàâåí òðåóãîëüíèêó CDP , èç ÷åãî
ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîòû ðàâíû, à çíà÷èò ðàâíû è ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè P äî ïðÿìûõ AB è
CD.

Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ òàêèõ òî÷åê P , ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê A1B1C1D1 ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì
íåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü PA > PC, òîãäà

AA1

A1B
=

PA2

PB2
>

PC2

PB2
=

B1C

BB1

.

Òàê êàê AA1

A1B
> CB1

B1B
, òî òî÷êà A1 îòðåçêà AB óäàëåíà îò ïðÿìîé AC äàëüøå, ÷åì òî÷êà B1. Àíàëîãè÷íî,

òî÷êà D1 óäàëåíà îò ïðÿìîé AC äàëüøå, ÷åì òî÷êà C1.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êè A1 è D1 ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé AC, òî ïðîäîëæåíèÿ

îòðåçêîâ A1B1 è D1C1 áóäóò èäòè ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, ñáëèæàÿñü ê AC, è íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó.
3. Ëåììà. Äàí óãîë AOB è òî÷êà C íà îòðåçêå OA. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è C,

êàñàåòñÿ ëó÷à OB â òî÷êå M . Òîãäà ∠CMA > ∠CBA.
Âûáåðåì èç âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ABC òîò, â êîòîðîì çíà÷åíèå sin ∠ACM + sin ∠BAM ìàêñèìàëüíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è C1 ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî îäèí èç óãëîâ ACM
è BAM îñòðûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë ACM (ñëó÷àé êîãäà âòîðîé óãîë îñòðûé ìîæíî ðàçîáðàòü,
ïîëó÷èâ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò). Çàìåòèì, ÷òî ∠ACM = ∠A1C1M , ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ ëåììó ê óãëó
A1AC1 è òî÷êå M ïîëó÷àåì, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà MC1A1 äîëæíà êàñàòüñÿ ëó÷à
AC1. Òîãäà ∠C1A1M = ∠MC1A = ∠MAC. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AMC1

êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC. Ïóñòü ∠ACC1 = α, ∠AC1C = γ, à ∠C1AM = β. Òîãäà sin α + sin β = 2 · sin (
α+β

2

) ·
cos

(
α−β

2

)
= 2 · cos γ · cos(γ + β) Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà MAC âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî sin(γ + β) =
√

3/2 sin γ. Ïîýòîìó sin α + sin β =
√

3/2 sin(2γ) 6
√

6/2.
4. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ab − ac − bd + cd = ad + bc, ïåðåíîñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü íåñëîæíî ïîëó÷èòü

ab + cd = ac + ad + bc + bd, èëè ÷òî òîæå ñàìîå ab + cd = (a + b) (c + d).
Çàìåòèì, ÷òî (a + b)2 > 4ab è (c + d)2 > 4cd. Ïîýòîìó âûïîëíåíî (a + b)2 + (c + d)2 > 4 (a + b) (c + d) .

Ïåðåíîñÿ â ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (a + b)2−4 (a + b) (c + d)+(c + d)2 > 0, êîòîðîå ðàâíîñèëü-
íî íåðàâåíñòâó (a + b)2−4 (a + b) (c + d)+4 (c + d)2−3 (c + d)2 > 0, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî (a + b− 2 (c + d))2−(√

3 (c + d)
)2 > 0, è íàêîíåö

(
a + b− (

2 +
√

3
)
(c + d)

) (
a + b− (

2−√3
)
(c + d)

)
> 0.

Òàê êàê a > b > c > d, òî a + b > c + d >
(
2−√3

)
(c + d), òî a + b >

(
2 +

√
3
)
(c + d). Èëè ÷òî òîæå

ñàìîå(
2−√3

)
(a + b) > c + d,

(
3−√3

)
(a + b) > a + b + c + d,

(
3−√3

) · 2a >
(
3−√3

)
(a + b) >

a + b + c + d,
(
2
(
3−√3

)− 1
)
a > b + c + d,

(
5− 2

√
3
)
a > b + c + d.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî a > 1
5−2

√
3
(b + c + d), òî åñòü a > 5+2

√
3

13
(b + c + d) , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n − b > 100 ln ln n. Âñå îöåíêè, ïðèâîäèìû íèæå, áóäóò âûïîëíåíû ñ áîëüøèì

çàïàñîì.



Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî n < a+ b < n+2 log2 n+4. Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ n! = a!b!.
Îáîçíà÷èì ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â ÷èñëî k! ÷åðåç w(k). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî w(k) 6 k. Êðîìå òîãî,

w(k) =

[log2 k]∑
i=1

[k/2i] >
[log2 k]∑

i=1

k/2i > k − 2− [log2 k].

Ïî óñëîâèþ w(n) = w(a) + w(b). Ïîýòîìó n > a− 2− [log2 a] + b− 2− [log2 b] > a + b− 4− 2 log2 n, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Øàã 2. Äîêàæåì, ÷òî aa > nn−b, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, a ln a > (n− b) ln n. Â ñàìîì äåëå, a! = n!/b! =
n(n− 1) . . . (n− (n− b− 1)). Äåëÿ ýòî íà nn−b, ïîëó÷àåì:

a!

nn−b
=

n−b−1∏
i=1

(
1− i

n

)
>

a−1∏
i=1

(
1− i

n

)
> (1− 1/a)(1− 2/a) . . . (1− (a− 1)/a) =

a!

aa
.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Øàã 3. Äîêàæåì, ÷òî (åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå, ïðèâåäåííîå â íà÷àëå ðåøåíèÿ) a > 4 ln n.

Â ñàìîì äåëå, åñëè a 6 4 ln n, òî ln a 6 ln ln n + ln 4, à ln 4 < ln ln n ïðè n > 1000. Ïîýòîìó a ln a <
4 ln n · 2 ln ln n < 100 ln ln n ln n 6 (n− b) ln n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó øàãà 2.

Øàã 4. Äîêàæåì, ÷òî a ln n/a < 3 ln2 n. Â ñàìîì äåëå, ïî ïåðâîìó øàãó n− b > a− 2 log2 n− 4, à òîãäà
a ln a > (n− b) ln n > a ln n−2 log2 n ln n−4 ln n. Îòñþäà a ln n/a < (2 log2 n+4) ln n < 3 ln2 n ïðè n > 1000.

Øàã 5. Ñîãëàñíî øàãàì 3 è 1, ÷èñëî a çàæàòî ìåæäó 4 ln n è 1
2
(n+2 log2 n+4) < 2

3
n (ïîñëåäíåå íåðàâåí-

ñòâî âåðíî ïðè n > 1000). Ìåæäó òåì ôóíêöèÿ x ln n/x âûïóêëà âíèç, è ñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèå a ln n/a
áîëüøå åå çíà÷åíèé â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà. Òåì íå ìåíåå, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî
ïðè n > 1000 çíà÷åíèÿ â êàæäîé èç òî÷åê 4 ln n è 2

3
n áîëüøå, ÷åì 3 ln2 n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó

øàãà 4.
6. Ïóñòü ïðè èíâåðñèè i ñ öåíòðîì â òî÷êå S, ïåðåâîäÿùåé ñôåðó ω â ñåáÿ, òî÷êà A′ ïåðåõîäèò â òî÷êó

A′′. Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ ñôåðû ω ñ ïëîñêîñòüþ ABC ÷åðåç S1. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà A′′ ëåæèò
íà ñôåðå ω1, êàñàþùåéñÿ ñôåðû ω â òî÷êå S1 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó S. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì,
÷òî òàê êàê òî÷êè A1, A3 è A′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî èõ èíâåðñíûå îáðàçû ëåæàò íà îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè S, A′′, A1 è A2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó
AA′′ · AS = AA1 · AA2 = AS2

1 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñôåðà ω1 ïåðåñåêàåò ðåáðî SA â êàêîé-òî äðóãîé òî÷êå
A′′′, òî âûïîëíåíî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî AA′′ · AS = AS2

1 , íåìåäëåííî ïðèâîäÿùåå ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè èíâåðñèè i ñôåðà ω1 ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü, êàñàþùóþñÿ ñôåðû ω, à òî÷êè A′, B′ è C ′

ëåæàò â ýòîé ïëîñêîñòè, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
7. Óòâ. 1 Åñëè ó íàñ åñòü ïðîñòîé öèêë äëèíû d > t, òîãäà ðàñêðàñêà ýòîãî öèêëà (d, t)-ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Óòâ. 2 Ïóñòü ó íàñ åñòü θ-ãðàô, òî åñòü ãðàô â êîòîðîì 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ ïóòè èç îäíîé

âåðøèíû â äðóãóþ, ïðè÷åì äëèíû òðåõ öèêëîâ ðàâíû d1 > t, d2 > t è d3 > t. Òîãäà ðàñêðàñêà ãðàôà
(d1, d2, d3, t)-ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Óòâ. 3 Åñëè ó äâóõ ñìåæíûõ âåðøèíàì íàéäóòñÿ åùå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè äëèíû íå ìåíåå t,
òî åñòü θ-ãðàô c äëèíîé îäíîãî ïóòè 1, òî ðàñêðàñêà 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Óòâ. 4 Òàêîé ïîäãðàô íàéäåòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Âûäåëèì èç íàøåãî ãðàôà ïîäãðàô H, â êîòîðîì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå

ìåíüøå 2t. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ íàïðèìåð âûêèäûâàíèåì âåðøèíû ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (ðàçóìååòñÿ
âîçìîæíàÿ ïîòåðÿ ñâÿçíîñòè ïðè òàêîé îïåðàöèè ó íàñ áåñïîêîéñòâî íå âûçûâàåò è íå äîëæíà).

Â ýòîì ïîäãðàôå âîçüìåì ïóòü íàèáîëüøåé äëèíû a0a1 . . . ak î÷åâèäíî, ÷òî k > 2t. Î÷åâèäíî, ÷òî
âåðøèíû a0 è ak ñâÿçàíû è âñå ðåáðà èç a0 èäóò âíóòðü ïóòè. Òîãäà âîçüìåì ðåáðî è äâà ïóòè èç a0 â
íåêîòîðóþ âåðøèíó ïóòè ai, ãäå k > i > t òàêàÿ î÷åâèäíî íàéäåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè íóæíûé íàì θ-ïîäãðàô, åãî ðàñêðàñêà 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ, ëåãêî ïîíÿòü ÷òî
òîãäà ðàñêðàñêà âñåãî ãðàôà òàêæå ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ öâåòîâ.
8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ôóíêöèè f è g ñóùåñòâóþò. ßñíî, ÷òî îíè ñòðîãî âîçðàñòàþùèå.
Ëåììà f(n), g(n) > n äëÿ âñåõ n ∈ N. Íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè.
Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî f(g(g(n))) < g(f(n)) 6 f(g(f(n))). Òàê êàê f âîçðàñòàåò, òî g(g(n)) < g(f(n)), à

òàê êàê g âîçðàñòàåò, òî g(n) < f(n) äëÿ ëþáîãî n. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(g(g(n))) < g(f(n)) <
f(f(n)). Èç âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî g(g(n)) < f(n). Àíàëîãè÷íî ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè,
÷òî g(g(. . . (n) . . . )) < f(n), ÷òî î÷åâèäíî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò òàêèõ ôóíêöèé f è g íå ñóùåñòâóåò.
9. Ïóñòü A = {x1, x2, . . . , xn, ïóñòü di êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ Aj ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò xi. Èç óñëîâèÿ

î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî
n∑

i=1

C2
|Ai| = C2

n è
n∑

i=1

di =
n∑

i=1

|Ai|. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî
n∑

i=1

C2
di

=
∑
i6=j

|Ai ∪ Aj|.



Ïî óñëîâèþ ìû çíàåì, ÷òî |Ai ∪ Aj| 6 1, à íàäî äîêàçàòü äëÿ âñåõ ïàð äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Áóäåì
äîêàçûâàòü, ÷òî

n∑
i=1

C2
di

=
n∑

i=1

C2
|Ai| = C2

n.
Òàê êàê

∑
di =

∑ |Ai|, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
∑

d2
i =

∑ |Ai|2.
Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà xi ðàññìîòðèì âñå ìíîæåñòâà Aj åãî íå ñîäåðæàùèå. Åñëè áðàòü xi ñ ïðî-

èçâîëüíûì ýëåìåíòîì èç Aj ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå â
ñâîþ î÷åðåäü ñîäåðæàòüñÿ â êàêèõ-òî Al, òî åñòü ïîëó÷àåì di > |Aj|. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

di

n−di
> |Aj |

n−|Aj | , ãäå xi /∈ Aj.
Ïðîñóììèðóåì âñå òàêèå íåðàâåíñòâà:

n∑
i=1

di =
n∑

i=1

∑

j : xi /∈Aj

di

n− di

>
n∑

i=1

∑

j : xi /∈Aj

|Aj|
n− |Aj| =

n∑
j=1

∑

i : xi /∈Aj

|Aj|
n− |Aj| =

n∑
j=1

|Aj|

Îòêóäà ñëåäóåò ÷òî âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ äîëæíî äîñòèãàòüñÿ ðàâåíñòâî, òî åñòü di = |Aj|. Îòêóäà
ïîëó÷àåì:

n∑
i=1

(n− di)di =
n∑

i=1

∑

j : xi /∈Aj

di =
n∑

i=1

∑

j : xi /∈Aj

|Aj| =
n∑

j=1

∑

i : xi /∈Aj

|Aj| =
n∑

j=1

(n− |Aj|)|Aj|

Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñóìì êâàäðàòîâ, à çíà÷èò è óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
10. Ïóñòü p = 2s + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > 3. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå îñòàòêè â îáîèõ íàáîðàõ

ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîýòîìó, ðàç ýòè íàáîðû ñîâïàäàþò, òî è ñóììû êâàäðàòîâ èõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò.
Çàïèøåì ýòî

(12 + 1)2 + (22 + 1)2 + · · ·+ (s2 + 1)2≡
p

g2 + g4 . . . g2s.

Óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì

14 + 24 + · · ·+ s4 + 2(12 + 22 + · · ·+ s2) + s≡
p

g2(1− g2s)/(1− g2).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû äëÿ ñóìì êâàäðàòîâ è ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé ïîëó÷àåì

s(s + 1)(2s + 1)/6 + s(s + 1)(2s + 1)(3s2 + 3s− 1)/30 + s≡
p

g2(1− g2s)/(1− g2).

Çàìåòèì, ÷òî g2−1 /
... p, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà g2s≡

p
1. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî s≡

p
0, ÷òî íå âåðíî. Çíà÷èò

p 6 3. Çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè p = 3 è g = 2 ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû îñòàòêîâ ñîâïàäàþò, ïîëó÷àåì îòâåò
p = 3.

Ëèãà òàêòèê.
1. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 1 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
2. Ïóñòü p è q � îáà íå òðîéêè. Òîãäà, åñëè îíè äàþò îäèíàêîâûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 3, òî ëåâàÿ

÷àñòü äåëèòñÿ íà 3, à ïðàâàÿ íåò, à åñëè p è q äàþò ðàçíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 3, òî ïðàâàÿ ÷àñòü
äåëèòñÿ íà 3, à ëåâàÿ íåò. Îáà òàêèå âàðèàíòà íåâîçìîæíû, çíà÷èò ëèáî p, ëèáî q � ýòî 3. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè p = 3, òî ëåâàÿ ÷àñòü èìååò âèä 27 − q5 6 27 − 25 < 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, ÷òî òîæå
íåâîçìîæíî. Çíà÷èò q = 3 è òîãäà èìååì: p3 − 243 = p2 + 6p + 9 îòêóäà 252 = p(p2 − p− 6). Çíà÷èò, p �
äåëèòåëü ÷èñëà 252 = 22 · 32 · 7 òî åñòü ëèáî p = 2, ëèáî p = 3, ëèáî p = 7. Ïðîâåðÿÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïîäõîäèò òîëüêî ïîñëäåíèé âàðèàíò. Îòâåò: p = 7, q = 3.
3. Âûèãðàåò âòîðîé èãðîê. Îí áóäåò ïîñëå êàæäîãî õîäà äåëàòü òàê, ÷òîáû íåïóñòûìè áûëè òîëüêî

êîðîáêè ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Â íà÷àëå ýòî òàê, ïðîâåðèì ÷òî òàêîé õîä âñåãäà âîçìîæåí. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñëå õîäà ïåðâîãî èãðîêà íåñêîëüêî êàìíåé ïåðåìåñòèëèñü èç êîðîáêè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì â
ñëåäóþùóþ êîðîáêó, ó êîòîðîé ÷åòíûé íîìåð. Òîãäà âòîðîé èãðîê âîçüìåò âñå ïåðåìåùåííûå êàìíè, è
ïåðåäâèíåò â ñëåäóþùóþ êîðîáêó ñ íå÷åòíûì íîìåðîì. (Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, òàê êàê êîðîáêà ñ ÷åòíûì
íîìåðîì íå ìîæåò áûòü ïîñëåäíåé.) Òàêèì îáðàçîì ó âòîðîãî èãðîêà âñåãäà áóäåò õîä, è îí íå ïðîèãàåò.
Òàê êàê èãðà çàêîí÷èòñÿ ÷åðåç êîíå÷íî ÷èñëî õîäîâ, è âòîðîé èãðîê íå ïðîèãðàåò, çíà÷èò, îí âûèãðàåò.
4. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà êîíöå ýòîãî ÷èñëà åñòü íåñêîëüêî íóëåé, òî èõ ÷åòíîå ÷èñëî (òàê êàê ýòî

êâàäðàò). Òîãäà, ñîêðàùàÿ òàêîå ÷èñëî íà 100, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ÷èñëî ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè. Èòàê,
ïóñòü ïîñëåäíÿÿ öèôðà íå íîëü. Òîãäà ýòî ÷èñëà âèäà 30 . . . 0a = x2 (íàîáîðîò áûòü íå ìîæåò, òàê
êàê êâàäðàòû íå îêàí÷èâàþòñÿ íà 3). Öèôðà a íå ìîæåò áûòü 2, 3, 7, 8 � íà òàêèå öèôðû êâàäðàòû
íå îêàí÷èâàþòñÿ. Âàðèàíò a = 6 íå ïîäõîäèò ïî ìîäóëþ 4, âàðèàíò a = 5 íå ïîäõîäèò ïî ìîäóëþ
3, âàðèàíò a = 9 íå ïîäõîäèò ïî ìîäóëþ 9. Îñòàþòñÿ âàðèàíòû a = 1 è a = 4. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì:



(x−1)(x+1) = 3 ·2n ·5n èëè (x−2)(x+2) = 3 ·2n ·5n. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ äâà ìíîæèòåëÿ â ëåâîé
÷àñòè ìîãóò èìåòü òîëüêî îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü 2, ïîýòîìó 5n � ýòî ÷àñòü îäíîãî èç ìíîæèòåëåé. Íî
ïðè n > 2 èìååì 5n−3 ·2n > 4n−3 ·2n = 2n(2n−3) > 4, òàê ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. åñëè n = 1, òî â èñõîäíîå
÷èñëî èìååò âèä 3a, êâàäðàò òàêîãî âèäà òîëüêî îäèí � 36. Âñïîìèíàÿ, ÷òî â íà÷àëå ìû ñîêðàùàëè íà
100, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: 36 · 102n.
5. Ïóñòü ñíà÷àëà O ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Îòìåòèì òî÷êó X � ñåðåäèíó îòðåçêà DC. Ïî

óñëîâèþ èìååì BD = DO = DX = XC. ßñíî, ÷òî OD = OX, òàê êàê O ïðîåöèðóåòñÿ â ñåðåäèíó îòðåçêà
BC, à çíà÷èò è DX. Òîãäà òðåóãîëüíèê ODX ðàâíîñòîðîííèé è åãî óãëû ðàâíû ïî 60◦. Òðåóãîëüíèêè
ODB è OXC � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ âíåøíèìè óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì 60◦, çíà÷èò
èõ óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû 30◦. Îòñþäà ∠BOC = 120◦, è, çíà÷èò, ∠BAC = 60◦. Äàëüøå èìååì
∠BOA = 180◦ − 30◦ = 150◦, çíà÷èò ∠BCA = 75◦. Îñòàâøèéñÿ óãîë òðåóãîëüíèêà ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
ðàâåí 45◦.

Òåïåðü, ïóñòü O ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà ABC. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òóïîé èìåííî óãîë BAC, òàê êàê
ïðÿìàÿ AO ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC. Êàê è ðàíüøå îòìåòèì òî÷êó X � ñåðåäèíó CD è çàìåòèì, ÷òî
òðåóãîëüíèê DOX ðàâíîñòîðîííèé. Îòñþäà ñíîâà ñëåóäåò, ÷òî ∠BOD = ∠XOC = 30◦. Çíà÷èò ∠ACB =
15◦ è ∠ABD = 45◦. Îòñþäà ∠BAC = 120◦ è ýòî âòîðîé îòâåò.
6. Çàìåòèì, ÷òî ak+1 − ak = 1 èëè ak+1 − ak = 2, ïðè÷åì ïîñëåäíåå âåðíî, åñëè ÷èñëî k + 1 � êâàäðàò.

Çíà÷èò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è íàì íóæíî íàéòè 2010 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòî-
ðûõ íåò êâàäàðòîâ (êðîìå, áûòü ìîæåò, ñàìîãî ïåðâîãî ÷èñëà). Ïåðâûé ðàç â íàòóðàëüíîì ðÿäó òàêèå
÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ íà÷èíàÿ ñ 10052. Çíà÷èò îòâåò: k = 10052.
7. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè, áàçà î÷åâèäíà. Âûêèíåì êîðåíü äåðåâà è âñå ðåáðà, âåäóùèå

èç íåãî. Ãðàô ðàñïàäåòñÿ íà íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ òîæå áóäåò äåðåâîì.
Â íèõ îáúÿâèì êîðíÿìè òå âåðøèíû, êîòîðûå ðàíüøå áûëè ñîåäèíåíû ðåáðîì ñ âûêèíóòûì êîðíåì.
Òîãäà íîâûå ÷èñëà, íàïèñàííûå âî âñåõ âåðøèíàõ âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè áóäóò ñîâïàäàòü ñî ñòàðûìè.
Åñëè õîòü â êàêîé-òî êîìïîíåíòå ÷åòíûõ ÷èñåë ñòðîãî áîëüøå, ÷åì íå÷åòíûõ, òî îò âîçâðàùåíèÿ êîðíÿ
òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî íå íàðóøèòñÿ. Åñëè æå âî âñåõ êîìïîíåíòàõ âåðøèí ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè
÷èñëàìè ïîðîâíó, çíà÷èò â êàæäîé êîìïîíåíòå ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí, è òîãäà â âûêìíóòîì êîðíå áûëî
íàïèñàíî ÷åòíîå ÷èñëî, òî åñòü óñëîâèå çàäà÷è ñíîâà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
8. Òàê êàê x+y > 2

√
xy, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî 6

√
xy−3 3

√
xy > 4

√
xy−1.

Ýòî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó 2
√

xy + 1 > 3 3
√

xy, ÷òî åñòü ïðîñòî íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ äëÿ òðåõ ÷èñåë:√
xy,

√
xy, 1.

9. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâà èç äàííûõ ïîäìíîæåñòâ ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî èìåþò
ðîâíî îäèí îáùèé ýëåìåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàêèå-òî äâà èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ðàññìîòðèì âñå
ïàðû, îáðàçîâàííûå îäíèì ýëåìåíòîì ïåðâîãî ìíîæåñòâà è îäíèì ýëåìåíòàì âòîðîãî. Òàêèõ ïàð ðîâíî
64, íî îíè äîëæíû ëåæàòü â ðàçíûõ ìíîæåñòâàõ â ñèëó íàøåãî ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå
è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
10. Èç óñëîâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî BHPD � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò BD‖HP . Çàìåòèì, ÷òî áèññåêòðè-

ñà óãëà AHC ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå BD óãëà ABC (â ýòîì ëåãêî óáåäèòñÿ, åñëè îòðàçèòü îðòîöåíòð
îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû è âñïîìíèòü, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà ïîïàäàåò íà îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü). Çíà÷èò, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå AHCP äèàãîíàëü HP � áèññåêòðèñà. Êðîìå òîãî, PA = PC, òàê
êàê DP � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AC). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî AHCP , ëèáî äåëüòîèä, ëèáî âïèñàííûé
÷åòûðåõóãîëüíèê. Ïåðâîå íåâîçìîæíîå, òàê êàê ïî óñëîâèþ â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû AB è AC íå
ðàâíû.


