
Äâàäöàòûé Ðîññèéñêèé ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
×åòâåðòûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé.

1. Ïóñòü P � òî÷êà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå Q íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
ABC. Çàìåòèì, ÷òî ∠QPN = 90◦ − ∠PNF = ∠FNK. Òàêæå ∠QPN = ∠PNA, ïîýòîìó íåñëîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî òî÷êà K ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà FNA. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ FN è MQ
÷åðåç X. Òîãäà ∠AFL = ∠AMQ = ∠MPQ = 90◦ −∠MQP = ∠QXN = ∠LFN . Ïîýòîìó òî÷êà K ëåæèò
íà áèññåêòðèñå óãëà AFN . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà K � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
AFN , òî åñòü ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà BAC.
2. Âûáåðåì ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ àöèêëè÷åñêèé ïîäãðàô H ãðàôà G. Íàçîâ¼ì ð¼áðà ýòîãî

ïîäãðàôà âûáðàííûìè, à îñòàëüíûå ð¼áðà ãðàôà G íåâûáðàííûìè. Òîãäà ëþáîå íåâûáðàííîå ðåáðî e
ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-òî öèêëå, ñîäåðæàùåì òîëüêî âûáðàííûå ð¼áðà è ñàìî ðåáðî e. Ïîñòðîèì ãðàô G′

ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå âûáðàííûå ð¼áðà ãðàôà G îñòàâèì íà ìåñòå, à âñå íåâûáðàííûå ïåðåâåðí¼ì.
Äîêàæåì ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ. 1) G′ àöèêëè÷åí
2) Ëþáîé ñàìûé äëèííûé ïóòü ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè G′ ïðîõîäèò òîëüêî ïî âûáðàííûì ð¼áðàì.
1) G′ àöèêëè÷åí. Ìû çíàåì, ÷òî H àöèêëè÷åí è ñîäåðæèò âñå âåðøèíû G. Çíà÷èò ìîæíî òàê óïîðÿ-

äî÷èòü âñå âåðøèíû G, ÷òî âûäåëåííûå ð¼áðà âåäóò òîëüêî èç âåðøèí ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè â âåðøèíû
ñ áîëüøèìè íîìåðàìè. Ìû çíàåì, ÷òî êàæäîå íåâûäåëåííîå ðåáðî ãðàôà G ëåæèò â öèêëå, ñîñòîÿùåì
òîëüêî èç íåãî è âûäåëåííûõ ð¼áåð. À çíà÷èò îíî îáÿçàòåëüíî âåä¼ò èç âåðøèíû ñ áîëüøèì íîìåðîì â
âåðøèíó ñ ìåíüøèì íîìåðîì. À ïîñêîëüêó â ãðàôå G′ íåâûäåëåííûå ð¼áðà ïåðåâ¼ðíóòû, çíà÷èò ëþáîå
ðåáðî G′ èä¼ò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, à çíà÷èò G′ àöèêëè÷åí.

2) Ïóñòü åñòü ïóòü S â ãðàôå G′, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû a è b. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü, ñî-
åäèíÿþùèé ýòè âåðøèíû, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå ëèáî ðàâíà äëèíå S, ïðîõîäÿùèé òîëüêî ïî âûáðàíûì
ð¼áðàì. Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåâûáðàíîãî ðåáðà xy ãðàôà G′ íàéä¼òñÿ ïóòü èç
x â y, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç âûáðàííûõ ð¼áåð. Çàìåíèì êàæäîå íåâûáðàííîå ðåáðî â ïóòè S íà ïóòü
èç âûáðàííûõ ð¼áåð. Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïóòü áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç âûáðàííûõ ð¼áåð è êî-
íå÷íî áóäåò íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ, òàê êàê â àöèêëè÷åñêèõ ãðàôàõ, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ G′ íå áûâàåò
ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè àöèêëè÷åñêèé ãðàô G′, äëÿ êîòîðîãî ñàìûé äëèííûé ïóòü ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ âåðøèíàìè ñîñòîèò èç ð¼áåð, ñîäåðæàùèõñÿ â èñõîäíîì ãðàôå G. Òî åñòü äëèíà ìàêñèìàëüíîãî
ïóòè íå óâåëè÷èëàñü.
3. Ïóñòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è íå âåðíî. Îðèåíòèðóåì ïóòü γ èç óñëîâèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à åãî

äëèíó îáîçíà÷èì ÷åðåç `. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ óçëû
ðåøåòêè èç óñëîâèÿ, ïðè÷åì íàïðàâëåííîå ðåáðî âåäåò èç óçëà A â ñîñåäíèé óçåë B òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëèíà ÷àñòè ïóòè îò óçëà A äî óçëà B ìåíüøå `/3.

Ëåììà 1. Â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå åñòü öèêë, âíóòðè êîòîðîãî íåò óçëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð,
íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî èñõîäíûé ïóòü íàì ïîäõîäèò.

Ëåììà 2. Â ãðàôå G íàéäåòñÿ öèêë äëèíû òðè èç ñîñåäíèõ óçëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì
íàèìåíüøèé ïî äëèíå öèêë, íå ñîäåðæàùèé óçëîâ âíóòðè. Ïðåäïîëîæèì, â íåì áîëüøå 3-õ âåðøèí.
ßñíî, ÷òî åñëè äâà åãî ñîñåäíèõ ðåáðà îáðàçóþò óãîë 60◦, òî îí íå íàèìåíüøèé. Åñëè äâà ñîñåäíèõ ðåáðà
îáðàçóþò óãîë 120◦, òî íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî áëèæàéøèé óçåë ëåæàùèé íà áèññåêòðèñå ýòîãî óãëà,
ëåæèò âíóòðè öèêëà, ÷òî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè óçëû X, Y è K � âåðøèíû öèêëà èç ëåììû 2, òî îíè ðàçáèâàþò ïóòü γ íà òðè
÷àñòè äëèíû ìåíüøå l/3, ÷òî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
4. Äà ìîæåò. Äëÿ ìíîæåñòâà A = {0, 2, 3, 4, 7, 11, 12, 14} èìååì:

A + A = [0; 28] \ {1, 20, 27}, à |A + A| = 26;
A− A = [−14; 14] \ {−13, −6, 6, 13}, à |A− A| = 25.

5. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî n =
n∑

i=1

n∑
j=1

(aibj−ajbi)
2. Ïóñòü ó íàñ åñòü ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Áóäåì ñîåäèíÿòü

ðåáðîì âåðøèíó i è j åñëè aibj = ajbi, çàìåòèì, ÷òî åñëè âåðøèíû i è j, à òàêæå j è k ñîåäèíåíû, òî i
è k òàêæ ñîåäèíåíû. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà íàø ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîäãðàôîâ. Èç
ðàâåíñòâà ñóììû êâàäðàòîâ ÷èñëó n ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð ëèáî ðàâíî n, ëèáî íå ïðåâîñõîäèò
n− 3 (ëèáî âñå ñóììû íå ðàâíûå 0 ðàâíû 1, ëèáî îäíà èç íèõ íå ìåíüøå 4).

Òàêèì îáðàçîì ó íàñ åñòü ãðàô â êîòîðîì êîëè÷åñòâî àíòèðåáåð ðàâíî ëèáî n ëèáî íå áîëüøå ÷åì
n− 3. Åñëè ãðàô íåëüçÿ ðàçäåëèòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ðàçìåðà áîëüøåãî 1, òî ó íàñ îòñóòñòâóåò íå
ìåíåå ÷åì 2(n− 2) ðåáåð. Òî åñòü 2(n− 2) 6 n îòêóäà n = 3 èëè 4. Ëèáî ó íàñ åñòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ðàçìåðà 1 è ðàçìåðà n− 1, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî.
6. Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëî k ñòîèò ïðàâåå ÷èñëà k+1, òîãäà âî âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿõ îíè òîæå ñòîÿò â òàêîì ïîðÿäêå. Ïîñòðîèì 2n2−1 ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñòàâèì



÷èñëî 1, ÷èñëî 2 åñòü äâà ñïîñîáà ïîñòàâèòü îòíîñèòåëüíî ÷èñëà 1, ÷èñëî 3 ïîñòàâèì â îòðåçîê ìåæäó
1 è 2 íî îòíîñèòåëüíî 3 åñòü äâà ñïîñîáà, è òàê äàëåå áóäåì ñòàâèòü ÷èñëî j + 1 â ïðîìåæóòîê ìåæäó
j − 2 è j − 1, äëÿ ýòîãî åñòü äâà ñïîñîáà(ñëåâà èëè ñïðàâà ïîñòàâèòü îòíîñèòåëüíî j). Ëåãêî âèäåòü ÷òî
âñå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ýêâèâàëåíòíû
7. Ñäåëàåì íåîæèäàííóþ çàìåíó xi = 1

cos αi
, ïðè÷åì óãîë îò 0 äî π/2. Òîãäà íàì íàäî íàéòè òàêèå i è j,

÷òîáû cos(αi − αj) > cos(π/6). ×òî î÷åâèäíî äëÿ íåêîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ.
8. Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà x2n + xn + 1 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà exp{2πi(3k ± 1)/3n}, ãäå k öåëîå. Êîðíÿìè ìíî-

ãî÷ëåíà x2n − xn + 1 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà exp{2πi(6k ± 1)/6n}, ãäå k öåëîå. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî ÷èñåë
exp{2πi(6k ± 1)/6m} ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå exp{2πi(3k ± 1)/3n}. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n

... 2m.
Îòêóäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî exp{2πi(3k ± 1)/3m} ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå ÷èñåë
exp{2πi(3k ± 1)/3n}. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êîðíè âñå ðàçëè÷íûå ó êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà ïîýòîìó ïðîáëåì
ñ êðàòíûìè êîðíÿìè íå áóäåò.
9. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ CP è BQ ÷åðåç T , à òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ` ñ îòðåçêàìè

CP è BQ ÷åðåç 1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 1. Òî÷êà T ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàæåì, ÷òî ñåðåäèíà L äóãè BC, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà TB1C1. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà B1TC1. Îáîçíà÷èì òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé OIa ñ îòðåçêàìè CP è BQ ÷åðåç 2 è B2. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà TB2C2 (òî÷êà L ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà TC2B2

àíàëîãè÷íî, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà L � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà TB2C2, à òàê
êàê òî÷êà L � ñåðåäèíà îòðåçêà IIa, òî ...). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
ê îòðåçêó BIa. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî IaB2 = B2B, à ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Ëåììà 2.×åòûðåõãîëüíèê OBIaP � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∠PIaB =
∠OBIa (ñì. çàäà÷ó 9 èç ëèãè òàêòèê). Òàêæå ñäåëàâ èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî
PIa = OB. Èç âûøåóïîìÿíóòûõ âûøå óòâåðæäåíèé ëåììà 2 ñëåäóåò íåçàìåäëèòåëüíî.
10. Ðàññìîòðèì áëèæàéøóþ ê öåíòðó ñôåðû õîðäó AB. Ïóñòü ÷åðåç åå ñåðåäèíó ïðîõîäèò õîðäà CD.

Òîãäà åñëè ñåðåäèíà õîðäû CD íå ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé õîðäû AB, òî ñåðåäèíà õîðäû AB äàëüøå îò
öåíòðà ñôåðû, ÷åì ñåðåäèíà õîðäû CD, ÷òî íå âåðíî.

×åòâåðòûé òóð. Ëèãà òàêòèê.
1. Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå:

c

1 + a + b2
6 c

2b + a
6 c + (a + 2c)

2(a + b + c)
.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âåðíà, òàê êàê èñõîäíàÿ äðîáü ìåíüøå 1 (â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà). Ñêëàäûâàÿ
âñå òàêèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
2. Ïóñòü ðåáðà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåò. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òîëüêî áåëûå ðåáðà. Â êàæäîé

âåðøèíå íàïèøåì äëèíó ìàêñèìàëüíîãî áåëîãî ïóòè, íà÷èíàþùåãîñÿ â íåé. Åñëè åñòü âåðøèíà, ñ ÷èñëîì
õîòÿ áû n, òî ìû íàøëè òî, ÷òî òðåáóåòñÿ. Ïóñòü âñå ÷èñëà îò 0 äî n− 1. Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû n + 1
âåðøèíà, â êîòîðûõ íàïèñàíû îäèíàêîâûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè
ïðîâåäåíû òîëüêî ÷åðíûå ðåáðà. Òîãäà, ðàññìîòðåâ òîëüêî ýòè âåðøèíû, ìû íàéäåì ñðåäè íèõ ÷åðíûé
ïóòü äëèíû n.
3. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äàííîå â óñëîâèè íåðàâåíñòâî - ñòðîãîå. Ñîêðàòèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà

íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü 2. Íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 22m1+1 > n2
1, ãäå n1 � íå÷åòíîå. Çíà÷èò

âåðíî, ÷òî 22m1+1 > n2
1 + 1. Åñëè ìû ñîêðàùàëè õîòÿ áû äâà ðàçà (òî åñòü õîòÿ áû íà 16), òî óìíîæàÿ,

ìû ïîëó÷èë òðåáóåìîå. Ïóñòü ìû ñîêðàòèëè íå áîëüøå îäíîãî ðàçà. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 8, à
ïðàâàÿ äàåò îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà 8 (êâàäðàò íå÷åòíîãî ÷èñëà). Çíà÷èò, ðàçíèöà ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòüþ õîòÿ áû 7, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 4 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
5. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 5 èç ëèãè ñòðàòåãèé.
6. Çàìåòèì, ÷òî êîðíè òðåõ÷ëåíà cx2 + bx + a � ýòî 1

p1
è 1

p2
(Ýòî ëåãêî âèäåòü ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé).

Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê, â êîòîðîì îáðàçóåòñÿ ïðîãðåññèÿ. Åñëè q1 = 1
p2
, òî p1 + 1

p1
= p2 + 1

p2
, ÷òî âëå÷åò ëèáî

p1 = p2, ëèáî p1 = q1, � â ëþáîì ñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âñå êîðíè ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, q2 = 1
p2
,

÷òî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: p1 − 1
p1

= p2 − 1
p2
. Îòñþäà ëèáî p1 = p2 (îïÿòü ïðîòèâîðå÷èå), ëèáî p1 = − 1

p2îòêóäà p1p2 = −1 = c
a
, ÷òî è òðåáîâëîñü äîêàçàòü.

7. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠CAN = ∠MBA. Òåïåðü ïðîäëèì ìåäèàíó BM çà òî÷êó M íà åå äëèíó è
îòìåòèì òî÷êó D. ×åòûðåõóãîëüíèê ADCB � ïàðàëëåëîãðàìì, çíà÷èò ∠BDC = ∠MBA = ∠CAN . Îò-
ñþäà ÷åòûðåõóãîëüíèê DCNA � âïèñàííûé, à çíà÷èò ∠MNA = ∠DCA = ∠CAB è ∠MNC = ∠DAC =



∠ACB. Îòñàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñóììà óãëà ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà è ïîëîâèíû
óãëà ïðè åãî âåðøèíå êàê ðàç ðàâíà 90◦.
8. Ðàçîáúåì ìûñëåííî òî÷êè íà 180 ïàð ñîñåäíèõ è ïðîíóìåðóåì ýòè ïàðû ÷èñëàìè 1, 2 è 3 ïî öèêëó.

Òåïåðü ïåðâûé èãðîê áóäåò äåëàòü õîäû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàðå, îòìå÷åííîé ÷èñëîì k áûëà õîòÿ áû
îäíà òî÷êà k-ãî öâåòà. Äëÿ ýòîãî îí ïåðâûé õîä äåëàåò â ëþáóþ ïàðó ñîãëàñíî ýòîìó ïðàâèëó, à çàòåì
õîäèò â òó æå ïàðó, ÷òî è âòîðîé, òî÷êîé íóæíîãî öâåòà. Åñëè åìó âñòðåòèòüñÿ óæå ïîêðàøåííàÿ èì
â íà÷àëå òî÷êà, îí ïîêðàñèò êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó â ïóñòîé ïàðå. Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå 7 ïîäðÿä
èäóùèõ òî÷åê ñîäåðæàò òðè ïîäðÿä èäóùèå ïàðû íàøåãî ðàçáèåíèÿ, è, çíà÷èò, ñðåäè íèõ áóäóò òî÷êè
âñå òðåõ öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé èãðîê âûèãðàåò.
9. Îáîçíà÷èì óãëû òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî α, β è γ. Ïóñòü ñíà÷àë ∠AOC = 2β (òî åñòü

∠ABC 6 90◦). Òîãäà ∠OCA = π
2
− β, ∠ACIb = π

2
− γ

2
, îòêóäà ∠OCIb = π − β − γ

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∠AIbC = π
2
− β

2
(èç ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà AIbC, à ∠DAC = π

2
− α

2
, îòêóäà ∠DIbA = α

2
. Òîãäà

ïîëó÷àåì, ÷òî ∠DIbC = π
2
− β

2
+ α

2
. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñëó÷àé, êîãäà

∠AOC = 2π − 2β (òî åñòü ∠ABC) òóïîé, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
10. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 10 èç ëèãè ñòðàòåãèé.


