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Ïåðâûé òóð. Ëèãà òàêòèê

1. Êâàäðàò 23 × 23 ðàçáèò íà êâàäðàòû 1 × 1, 2 × 2 è 3 × 3. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ 1× 1 ìîæåò áûòü ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî?

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM è íà íåé âûáðàíà òî÷êà K òàê, ÷òî

∠BAC = ∠KMC = ∠KCA. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-

íèêà KMC ðàâíîóäàëåí îò òî÷åê A è B.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) êîëè÷åñòâî òàêèõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

{1, 2, . . . , n}, ÷òî ÍÎÄ âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì n.
Äîêàæèòå, ÷òî

∑
d|n

F (d) = 2n − 1.

4. Íà ïëîñêîñòè äàíû n âåêòîðîâ u1, u2, . . . un, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî âåêòîðà v äëèíû áîëüøå 1, äîêàæèòå, ÷òî |u1 − v|+ ...+ |un − v| > n.

5. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AD. Áèññåêòðèñû óãëîâ

B è C ïåðåñåêåàþò AD â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî BE = CF .
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.

6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñîñòàâëåíî èç öèôð 1, 3, 7 è 9, ïðè÷åì êàæäàÿ öèôðà èñïîëü-

çîâàíà ïî êðàéíåé ìåðå 1 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî öèôðû ýòîãî ÷èñëà ìîæíî ïåðåñòàâèòü

òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 7.

7. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b, c) òàêèå, ÷òî ab
c

= (ba)c.

8. Äàí äâóäîëüíûé ãðàô G. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà ãðàôà G ìîæíî ïîêðàñèòü â 2

öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû êîëè÷åñòâà ðåáåð ðàçíûõ öâåòîâ,

âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû, îòëè÷àëèñü íå áîëåå, ÷åì íà 1.

9. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c ñ óñëîâèåì abc = 1 äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

a2 + b2

a4 + b4
+

b2 + c2

b4 + c4
+

c2 + a2

c4 + a4
6 a+ b+ c.

10. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x,

y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + f(x+ f(y))) = x+ 2y + 3.


