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Òðåòèé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé

1. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 2009 × 2010 êëåòîê êàæäàÿ èç êëåòîê îêðàøåíà â îäèí èç
òðåõ öâåòîâ, ïðè÷åì âñå êëåòêè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà, îêðàøåíû â
öâåòà 1, 2, 3, 1, 2, 3 è ò. ä. ïî öèêëó. Êëåòêà (â òîì ÷èñëå è ãðàíè÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ
õîðîøåé, åñëè ñðåäè öâåòîâ åå ñîñåäåé ïî ñòîðîíå ïðèñóòñòâóþò âñå öâåòà, à ëþáûå
2 ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîñåäà ðàçíîöâåòíûå. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå íå
ìåíåå äâóõ õîðîøèõ êëåòîê.

2. Äèàãîíàëè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à ëó÷è
AB è DC � â òî÷êå F . Ïðÿìàÿ FE ïåðåñåêàåò äóãó AD îïèñàííîãî âîêðóã ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà îêðóæíîñòè â òî÷êåM , à ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C è ïàðàëëåëüíàÿ
ïðÿìîé AD � â òî÷êå N . Ïðÿìûå MN è AD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ïðÿìûå CM
è AD � â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, C, L è K ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

3. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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4. Äàí ìíîãî÷ëåí p(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è êîìïëåêñíîå ÷èñëî w òàêîå,
÷òî |w| = 1. Ïóñòü p(w) = c, ïðè÷åì ÷èñëî c âåùåñòâåííîå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí q(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî c = q

(
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.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî c > 0, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ñðåäè ëþáûõ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n > 2) ñóùåñòâóþò
òðè òàêèõ, ÷òî èõ ÍÎÊ áîëüøå ÷åì cn2.99.

6. Ïóñòü x > 1 � âåùåñòâåííîå íåöåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
an = [xn+1]− x[xn] íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íè ñ êàêîãî ìåñòà.

7. Â ãðàôå G âñå âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 100. Âåðøèíû G îêðàøåíû â ïÿòü öâåòîâ.
Ìîæåò ëè òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî â êàæäîì öèêëå âñòðå÷àþòñÿ âåðøèíû íå ìåíåå, ÷åì òðåõ
öâåòîâ?

8. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è íåñêîëüêî ïðÿìûõ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (âîç-
ìîæíî, ñîâïàäàþùèõ) òàêèõ, ÷òî íè îäíà èç ýòèõ ïðÿìûõ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(0, 0), è ÷åðåç êàæäóþ öåëóþ òî÷êó (a, b), ãäå 0 6 a, b 6 n è a + b > 0, ïðîõîäèò íå
ìåíåå a+ b+1 ïðÿìûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïðÿìûõ ìîãëî áûòü ïðîâåäåíî?

9. Â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ÷åðåç ëþáûå 4 âåðøèíû, òðè èç êîòîðûõ (íî íå âñå
÷åòûðå) ëåæàò â îäíîé ãðàíè, ìîæíî ïðîâåñòè ñôåðó ðàäèóñà íå áîëåå 1. Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè âíóòðè ìíîãîãðàííèêà ðàññòîÿíèå îò íåå äî îäíîé èç âåðøèí íå
ïðåâîñõîäèò 1.

10. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñà BL è âûñîòà BH.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B′ òî÷êó êàñàíèÿ êàñàòåëüíîé ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, ïðî-
âåäåííîé èç L è îòëè÷íîé îò LH, à ÷åðåç F � òî÷êó Ôåéåðáàõà òðåóãîëüíèêà ABC.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè F , B′, L è H ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.


