
Äâàäöàòü Âòîðîé Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ

×åòâåðòûé òóð. Ðåøåíèÿ Ñòàðøåé Ëèãè.

1. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâà ãðàôà G1, G2 íà n âåðøèíàõ ñ m > n(n − 1)/4 ðåáðàìè èìåþò îäèíàêîâûå

íàáîðû ïîäãðàôîâ ñ óäàëåííûìè ðåáðàìè, òî îíè èçîìîðôíû. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî

ïîäãðàôà H â G1 (ïîäãðàô � òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì íåñêîëüêèõ ðåáåð, ñîáñòâåííûé � çíà÷èò óäàëåíèåì

õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà) êîëè÷åñòâà òàêèõ ïîäãðàôîâ â G1 è â G2 ñîâïàäàþò. Â ñàìîì äåëå, åñëè âûïèñàòü âñå

ïîäãðàôû âñåõ ãðàôîâ ñ óäàëåííûìè ðåáðàìè, òî êàæäàÿ êîïèÿ H â G1 âñòðåòèòñÿ m − |E(H)| ðàç, îòêóäà ìû
è íàäåì ÷èñëî êîïèé. Ïóñòü G, H � äâà ãðàôà ñ n âåðøèíàìè. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ìîíîìîðôèçìîâ èç G â H ïî

ôîðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé (ìîíîìîðôèçì � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó âåðøèíàìè, ïðè

êîòîðîì ñìåæíûå âåðøèíû ïåðåõîäÿò â ñìåæíûå). Ïîëó÷àåì ôîðìóëó

|G→ H| =
∑
X⊂G

(−1)|E(X)||X → H̄|,

ãäå H̄ � äîïîëíèòåëüíûé ãðàô äëÿ H, X ïðîáåãàåò âñå ãðàôû ñ òåìè æå âåðøèíàìè, ÷òî G òàêèå, ÷òî E(X) ⊂
E(G). Äåéñòâèòåëüíî, ìû áåðåì âñå îòîáðàæåíèÿ (äëÿ E(X) = ∅), âû÷èòàåì òå, êîòîðûå íåêîòîðûå ðåáðà îòïðàâ-

ëÿþò â H̄, ïîòîì ïðèáàâëÿåì òå, äëÿ êîòîðûõ äâà ðåáðà îòïðàâëÿþòñÿ â H̄ è òàê äàëåå). Íàïèøåì ýòó ôîðìóëó

äëÿ H = G2, G = G1 èëè G = G2. Â ñèëó íàøåãî íàáëþäåíèÿ ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðàôàì, îòëè÷íûì

îò G1, G2, ñîâïàäàþò. Íî ãðàôû G1, G2 íèêàê íå îòîáðàçèòü â H̄ â ñèëó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðåáåð.

2. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê Aj , Bj è Cj ðàçáèåíèÿ M , òî |M | = |M ∩M | =
∑
|Ai ∩ Bj | è åùå äâà àíàëîãè÷íûõ

ðàâåíñòâà. Òåïåðü ïðîñóììèðóåì íàøå íåðàâåíñòâî ïî âñåì i, j, k è ïîëó÷èì: 36|M | = 12|M |+12|M |+12|M | > 124.
Çíà÷èò |M | > 576. Ïîñòðîèì ïðèìåð. Âîçüìåì â êà÷åñòâåM êâàäðàò 12×12, â êàæäîé êëåòêè êîòîðîãî 4 ýëåìåíòà.
Ðàçáèåíèå A è B ñîîòâåòñòâóåò, ðàçáèåíèþ íà ñòîëáöû è ñòðîêè, à C íà îáîáùåííûå äèàãîíàëè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì âñå òðîéêè (x, y, z), ãäå 0 6 x, y, z 6 11 è (x + y + z)
... 3. Â êà÷åñòâå Ai âñå òðîéêè ó

êîòîðûõ x = i, Bi è Ci àíàëîãè÷íî.

3. Áóäåì ïèñàòü ÷òî ìíîãî÷ëåíû A(x) ≡ B(x) åñëè èõ ðàçíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (xp−x+ 1)f(x) +pg(x)
äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè f è g.

Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå. Çàìåòèì, ÷òî x ≡ x, xp ≡ x−1 (âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû êðîìå êðàéíèõ

êðàòíû p), xp
2 ≡ (x − 1)p ≡ xp − 1 ≡ x − 2 è äàëåå ïî èíäóêöèè xp

k ≡ (xp
k−1

)p ≡ (x − k + 1)p ≡ xp − (k − 1)p ≡
xp − k + 1 ≡ x− k. Òàêèì îáðàçîì xp

k ≡ x− k. Òîãäà ïåðåìíîæèì âñå òàêèå ñðàâíåíèÿ îò 1 äî k = p− 1:

x1+p+p
2+...pp−1 ≡ x(x− 1)(x− 2) . . . (x− (p− 1)) ≡ xp − x ≡ −1,

ñðåäíåå ñðàâíåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Âèåòà. Òîãäà

x2(1+p+p
2+...pp−1) ≡ 1. Åñëè n = pp − 1 íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî äëÿ êîòîðîãî xn ≡ 1, òî

pp − 1 6 2(1 + p+ p2 + . . .+ pp−1) = 2p
p−1
p−1 , îòêóäà p− 1 6 2, òî åñòü p = 2 èëè p = 3.

Íå î÷åíü ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî p = 2 èëè p = 3 ïîäõîäÿò.

4. Ýòî î÷åíü èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, åñëè íàðèñîâàòü êàðòèíêó ñòàíîâèòñÿ ÷óòü�÷óòü ïðîùå.

5. Îòâåò: Äëÿ íå÷åòíûõ n. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ íåëüçÿ. Ïóñòü àðèôìåòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âîçðàñòàåò, òîãäà a1a2 < a2a3 < . . . < ana1, íî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
íà÷åòíûõ, à ýòî íåâîçìîæíî. Ïðèìåð äëÿ íå÷åòíûõ âîçüìåì àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ãäå ïðîèçâåäåíèå âñåõ

÷èñåë òî÷íûé êâàäðàò, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bn. Çàìåòèì, ÷òî a
2
1 = bnb1bn−2b3...

bn−1b2...
. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå

âñåõ bi òî÷íûé êâàäðàò, òî a1 áóäåò ðàöèîíàëüíûì, àíàëîãè÷íî âû÷èñëèì âñå aj . À òåïåðü äîìíîæèì âñå aj íà
êàêîé òî X, ÷òîáû îíè ñòàëè íàòóðàëüíûìè.

6. ln(1 + 1
2n+1) = ln(1 + 1

n)− ln(1 + 1
2n). Îòñþäà ïîëó÷èì

ln(1 +
1

n
) ln(1 +

1

2n
) ln(1 +

1

2n+ 1
) =

ln(1 + 1
n)3 − ln(1 + 1

2n+1)3 − ln(1 + 1
2n)3

3

. Òåïåðü ïðîñóììèðóåì íàøå âûðàæåíèå íå äëÿ N , à äî áåñêîíå÷íîñòè. Òàì ïî÷òè âñå ñîêðàòèòñÿ è îñòàíåòñÿ

òîëüêî 1
3(ln(2))3.

7. Ïóñòü êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ C è D ïåðåñåêàþòñÿ â P . Òîãäà P � ðàäèêàëüíûé öåíòð òðåõ îêðóæíîñòåé,

òî åñòü P ∈ AB. Ïðÿìûå CD è NM ñóòü ïîëÿðû òî÷åê P,A îòíîñèòåëüíî ω1. Åñëè K = CD ∩MN , òî ïîëÿðà

K, âûõîäèò, åñòü ïðÿìàÿ ABP , ñëåäîâàòåëüíî, CM ∩ND ∈ AB.
8. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ n > 1

n∑
k=1

cos
(2πk

n

)
= 0 . (1)



×òîáû íå óâÿçíóòü â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå íà ïðèìåðå êîíêðåòíîãî n, ñêàæåì, n = 2010. Èòàê,

ìû èùåì ñóììó S = cos
( 2π

2010

)
+ 2 cos

(2π · 2
2010

)
+ 3 cos

(2π · 3
2010

)
+ 2 cos

(2π · 4
2010

)
+ 5 cos

(2π · 5
2010

)
+ . . . Ïîïûòàåìñÿ

çàïèñàòü åå êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåñêîëüêèõ ñóìì âèäà (1):

S =

2010∑
`=1

cos
( 2π`

2010

)
+

1005∑
`=1

cos
(2π · 2`

2010

)
+ 2

670∑
`=1

cos
(2π · 3`

2010

)
+ 4

402∑
`=1

cos
(2π · 5`

2010

)
+ . . .

Êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå âîçíèêàþò â ýòîì ðàçëîæåíèè, � 1, 1, 2, 4, . . . � ýòî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà íà

äåëèòåëÿõ ÷èñëà n: ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3), ϕ(5), . . . . Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

S =
∑
d|2010

ϕ(d)

2010/d∑
`=1

cos
(2π · d`

2010

)
. (2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (2) ê èñõîäíîìó âèäó ñóììû S. Êàæäóþ äðîáü k
2010 ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå d`
2010 , ãäå d � îáùèé äåëèòåëü k è 2010, ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî d � äåëèòåëü ÍÎÄ(k, 2010). Òîãäà

åñëè ñîáðàòü â ñóììå (2) âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå cos
(
2πk
2010

)
, òî ñóììà îêàæåòñÿ çàïèñàííîé â âèäå

S =

2010∑
k=1

 ∑
d|íîä(k,2010)

ϕ(d)

 cos
(2π · k

2010

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî ÍÎÄ(k, 2010) â ñèëó òîæäåñòâà Ãàóññà
∑
d|n
ϕ(d) = n. (Îíî ïî÷òè î÷åâèäíî: âûïèøåì

n äðîáåé 1
n ,

2
n , . . . ,

n
n è çàïèøåì êàæäóþ â íåñêîðàòèìîì âèäå. Ïîëó÷àòñÿ äðîáè, ó êîòîðûõ çíàìåíàòåëè � ýòî

äåëèòåëè n, ïðè÷åì äðîáåé ñî íàìåíàòåëåì k áóäåò ðîâíî ϕ(k) øòóê.)
Äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ, îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè d < 2010 âíóòðåííÿÿ ñóììà â ôîðìóëå (2) ðàâíà 0 â ñèëó

ðàâåíñòâà (1), à ïðè d = 2010 âíóòðåííÿÿ ñóììà ñîäåðæèò âñåãî îäíî ñëàãàåìîå, ðàâíîå 1, îòêóäà S = ϕ(2010).

9. Îòâåò: ïðè c = 1/4 Ïåòÿ ìîæåò óãàäàòü Âàñèíî ÷èñëî, ïðè c > 1/4 óæå íå ìîæåò. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê

äåéñòâîâàòü Ïåòå ïðè c = 1/4. Ïðî êàæäîå èç 2M −2 íåïóñòûõ è íå ïîëíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . ,M}
Ïåòÿ ñïðîñèò, ëåæèò ëè â íåì çàäóìàííîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Âàñèíû îòâåòû ìîãëè áû áûòü äàíû äëÿ

äâóõ ðàçëè÷íûõ çàäóìàííûõ ÷èñåë a, b. Äëÿ êàæäîãî èç 2M−1 ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a,
b, Âàñèí îòâåò áóäåò äëÿ îäíîãî èç ÷èñåë íåâåðíûì, à òîãäà äëÿ îäíîãî èç ÷èñåë a, b íåâåðíûõ îòâåòîâ õîòÿ

áû 2M−2 > (2M − 2)/4, ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàæåì, ÷òî ïðè c > 1/4 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì M Âàñÿ âñåãäà ìîæåò

çàïóòàòü Ïåòþ. Ïóñòü M òàêîâî, ÷òî M2/4 < cM(M − 1). Ïîëó÷èâ Ïåòèíû âîïðîñû, Âàñÿ äëÿ êàæäîãî èç

ñïîñîáîâ çàäóìàòü ÷èñëî íàéäåò ïðàâèëüíûé îòâåò è ðàññìîòðèì ïàðû ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ îòâåòû ðàçëè÷íû. Èõ

áóäåò íå áîëüøå, ÷åì M2/4. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî òàêèõ ïàð áóäåò íå áîëüøå, ÷åì nM2/4 < cnM(M − 1), òàê
÷òî êàêàÿ-òî ïàðà (a, b) âñòðåòèòñÿ ìåíüøå, ÷åì 2cn ðàç. Äëÿ ýòîé ïàðû â (ïðèìåðíî) ïîëîâèíå ñëó÷àåâ äàåì

îòâåò, ïðàâèëüíûé äëÿ a, à â äðóãîé ïîëîâèíå � ïðàâèëüíûé äëÿ b (ëèáî ïðàâèëüíûé äëÿ îáîèõ). Ïîëó÷èâ òàêèå
îòâåòû, Ïåòÿ íå ñìîæåò óãàäàòü íàâåðíÿêà, çàäóìàë Âàñÿ a èëè b.

10. Ëåììà. Äëÿ n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èõ ñóììû ïî òðè ïðèíèìàþò õîòÿ áû 3n − 8 ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé. Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n, áàçà n = 3 î÷åâèäíà. Ïåðåõîä: åñëè a > b > c > d � òðè ñàìûõ

áîëüøèõ ÷èñëà, òî ñóììû a+ b+ c, a+ b+ d, a+ c+ d íå âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ñóìì ÷èñåë, êðîìå a.
Èç ëåììû ñëåäóåò òî æå ïðî ðàçëè÷íûå âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èõ ïðîåêöèè íà íåêîòîðóþ îñü

âñå ðàçëè÷íû.

Ïóñòü òåïåðü A1, . . . , A1000 � íàøè òî÷êè. Ðàññòàâèì â òðè èç íèõ ìàññû -1, à â îñòàëüíûå +1 è ðàññìîòðèì

öåíòð ìàññ. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó, õîðîøàÿ (ñóììà ðàññòîÿíèé ñî çíàêàìè

áóäåò ðàâíà 0, òàê ∑
εif(Ai) = 994f

(
1

994

∑
εiAi

)
= 0,

ãäå {εi} � íàáîð èç òðåõ �-1� è 997 �+1�, ôóíêöèÿ f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ñî çíàêîì äî ïðÿìîé ÷åðåç

öåíòð ìàññ). Êàê ìû âûÿñíèëè, ñðåäè íàøèõ öåíòðîâ ìàññ õîòÿ áû 2992 ðàçëè÷íûõ, à çíà÷èò, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó,

îòëè÷íóþ îò òî÷åê ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ èõ, ïðîõîäèò õîòÿ áû 2992 õîðîøèå ïðÿìûå.

×åòâåðòûé òóð. Ðåøåíèÿ Ñòàðøåé Ëèãè'.

çàäà÷è 1�8 ñì. ðåøåíèÿ ìëàäøåé ëèãè; 9,10 � ñòàðøåé.

×åòâåðòûé òóð. Ðåøåíèÿ Ìëàäøåé Ëèãè.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðóãîé Êîñòÿ ïðîâåë ìåíüøå 1000 ðåáåð. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ãðàô ìîæíî ïîêðàñèòü

â 109 öâåòîâ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáà èñõîäíûõ ãðàôà G1 è G2 � ýòî ïîëíûå ãðàôû íà 100 âåðøèíàõ. Íàéäåì



â êîìïîíåíòå G1 âåðøèíó ñòåïåíè ìåíüøå 109. Òàêàÿ âåðøèíà îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå èç êàæäîé âåðøèíû êîìïîíåíòû G1 âíóòðü êîìïîíåíòû âûõîäèò íå áîëåå 99 ðåáåð, à òîãäà íàðóæó (ò.å. â

êîìïîíåíòó G2) � íå ìåíåå 10 ðåáåð, è òîãäà êîëè÷åñòâî ðåáåð ìåæäó êîìïîíåíòàìè íå ìåíüøå 1000. Îáîçíà÷èì

íàéäåííóþ âåðøèíó V100 è óäàëèì åå èç ãðàôà âìåñòå ñî âñåìè ðåáðàìè.

Äàëüøå ìû áóäåì àíàëîãè÷íî èñêàòü â êîìïîíåíòå G1 âåðøèíû V99, V98 è ò.ä. ñòåïåíè ìåíüøå 109 è ïîñëåäî-
âàòåëüíî óäàëÿòü èõ èç ãðàôà. Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ ÷óòü ïîäðîáíåå. Åñëè âåðøèíû V99, . . . , Vk+1 óæå óäàëåíû,

òî êàêàÿ-òî èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí â êîìïîíåíòå G1 äîëæíà èìåòü ñòåïåíü ìåíüøå 109. Äåéñòâèòåëüíî, èç êàæäîé

âåðøèíû G1 âíóòðü êîìïîíåíòû G1 âûõîäèò k− 1 ðåáåð. Åñëè ñòåïåíü êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí íå ìåíüøå

109, òî íàðóæó èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå ìåíüøå 110 − k ðåáåð, è âñåãî ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïðîâåäåíî

íå ìåíüøå k(110 − k) ðåáåð, ÷òî ïðè k > 10 íå ìåíüøå 1000. (Äëÿ k 6 9 âîçìîæíîñòü âûáîðà íóæíîé âåðøèíû

î÷åâèäíà.)

Èòàê, ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïðîöåññà ìû ñìîæåì ïðîíóìåðîâàòü âñå âåðøèíû â êîìïîíåíòå G1. Òåïåðü

ïîñòðîèì ðàñêðàñêó â 109 öâåòîâ: ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâðàùàÿ â íàø ãðàô âåðøèíû V1, . . . , V100, ìû áóäåì

êðàñèòü êàæäóþ èç íèõ â ïîäõîäÿùèé öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòà ñîñåäåé, èìåþùèõñÿ ó âåðøèíû â ìîìåíò åå

âîçâðàùåíèÿ.

2. ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2 èç ñòàðøåé ëèãè.

3. Îòâåò: ìîæíî. Áóäåì äåëàòü ýòî ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïóñòü íàì óäàëîñü âûïèñàòü íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, è ïóñòü ïîñëåäíåå ÷èñëî â ðÿäó � ýòî a, à íàèìåíüøåå íåâûïèñàííîå ÷èñëî � ýòî b. Òîãäà ïðîäîëæèì íàø

ðÿä ÷èñëàìè kab è b, ãäå íàòóðàëüíîå k ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ÷èñëî kab áûëî áîëüøå âñå óæå âûïèñàííûõ ÷èñåë.
Òàêèì îáðàçîì íàì óäàëîñü äîáàâèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î÷åðåäíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

4. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó îòðåçêà BC ÷åðåç L, à ñåðåäèíó O1O2 ÷åðåç K. çàìåòèì, ÷òî AL ⊥ O1O2, òàê êàê A è

L ëåæàò íà ðàäèêàëüíîé îñè ýòèõ îêðóæíîñòåé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî LK‖O1B‖O1C, à çíà÷èò LK ⊥ BC. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî AFKL � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà AF = KL = O1B+O2C

2 = O1A+O2A
2 = 1

2O1O2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

5. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà n = 3: 5!! = 3 · 5 ≡ −1 (mod 16).
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n− 1 ê n. Çàïèøåì (2n − 3)!! â âèäå ñëåäóþùåãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(2n − 3)!! =

2n−2−2∏
k=0

(
2n−1 − (2k + 1)

)
·
2n−2−2∏
k=0

(
2n−1 + (2k + 1)

)
(â ïåðâîì ïðîèçâåäåíèè ïåðå÷èñëåíû íå÷åòíûå ñîìíîæèòåëè îò 1 äî 2n−1−1, à âî âòîðîì � îò 2n−1+1 äî 2n−3).
Òîãäà

(2n − 3)!! =

2n−2−2∏
k=0

(
22(n−1) − (2k + 1)2

)
≡

2n−2−2∏
k=0

(
22(n−1) − (2k + 1)2

)
≡ −(2n − 3)!!2 (mod 2n+1).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (2n − 3)!! ñðàâíèìî ñ −1 èëè 2n − 1 ïî ìîäóëþ 2n+1, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòñþäà ñðàçó

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà.

6. Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ a2 > 4 > c è àíàëîãè÷íî äëÿ b2. Òîãäà (a2 − c)(b2 − c) > 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî

a2b2 + c2 > c(a2 + b2), îòêóäà èìååì
c

a2b2 + c2
6

c

c(a2 + b2)
=

1

a2 + b2
.

Ñêëàäûâàÿ òðè òàêèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

7. ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7 èç ñòàðøåé ëèãè.

8. Çàìåòèì, ÷òî n = (m2 −m+ 1)(m2 +m+ 1)(m− 1)(m+ 1). Ïóñòü p = 2, òîãäà íà 2 ìîãóò äåëèòüñÿ òîëüêî

ïîñëåäíèå äâå ñêîáêè, ïðè÷åì îäíà èç íèõ íå äåëèòñÿ íà 4, ïîýòîìó ïðèìàðíûé ñîìíîæèòåëü íå ïðåâîñõîäèò

2(m+ 1) < 3 3
√
n = 3 3

√
m6 − 1, ÷òî î÷åâèäíî âåðíî äëÿ m > 10. Ïóñòü p � íå÷åòíîå, òîãäà åñëè òîëüêî îäíà ñêîáêà

äåëèòñÿ íà ýòî ïðîñòîå, òî ïðèìàðíûé ñîìíîæèòåëü íå ïðåâîñõîäèò m2 +m+ 1 < 2 3
√
m6 − 1. Åñëè æå îíî âõîäèò

â äâå ñêîáêè, òî íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî ñêîáêè m2 −m + 1 = (m + 1)2 − 3m è m + 1 èëè

m2 +m+ 1 = (m− 1)2 − 3m è m− 1. ó êàæäîé èç ýòèõ ïàð íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìîæåò áûòü òîëüêî 3.

Åñëè m−1
... 3, òî m2 +m+ 1 = (m−1)2 + 3m /

... 9 (äëÿ äðóãîé ïàðû àíàëîãè÷íî), òîãäà ïðèìàðíûé ñîìíîæèòåëü

íå ïðåâîñõîäèò 3(m− 1) < 2 3
√
m6 − 1 äëÿ áîëüøèõ m.

×åòâåðòûé òóð. Ðåøåíèÿ Ìëàäøåé Ëèãè'.

çàäà÷è 1�6 ñì. ðåøåíèÿ çàäà÷ ìëàäøåé ëèãè.

7. Ïðîäëèì BD äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AC, ïóñòü ïîëó÷èòñÿ òî÷êà M . Èìååì ∠ADM = ∠BAD+∠DAB = ∠DAC.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî AM = AD. Çíà÷èò AD + AC = AD + AM + MC = BD + DM + MC > BC, ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



8. Ïðåäîïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ÷èñëà m è n îêàçàëèñü âçàèìíî ïðîñòû. Ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ

è ïðåîáðàçîâûâàÿ ÷èñëèòåëü, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî (m+ n)(m+ n+ 1)− 2mn äåëèòñÿ íà mn. Òàê êàê m+m
è mn âçàèìíî ïðîñòû (åñëè âçàèìíî ïðîñòû m è n), à 2mn äåëèòñÿ íà mn ìû ïîëó÷èì, ÷òî m + n + 1 äåëèòñÿ

íà mn. Îäíàêî (òàê êàê ïî óñëîâèþ m è n áîëüøå 3), èìååì mn > 3 max(m.n) > m+ n+ 1, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî

m+ n+ 1 íå ìîæåò äåëèòñÿ íà mn.


