
Äâàäöàòü Âòîðîé �îññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâÀíàïà. 8 îêòÿáðÿ 2011×åòâåðòûé òóð ñ çàìåíîé. Ñòàðøàÿ ëèãà1. Â ãðà�å n âåðøèí è m > n(n−1)/4 ðåáåð. Èìååòñÿm ãðà�îâ, ïîëó÷àåìûõ èç èñ-õîäíîãî óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà (êàæäîìó ðåáðó èñõîäíîãî ãðà�à ñîîòâåòñòâóåò îäèíãðà�). Ýòè ãðà�û ïåðåäàëè Ëàñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò âîññòàíîâèòü èñõîäíûéãðà�.2. Äàíî ìíîæåñòâî M . Åãî òðåìÿ ñïîñîáàìè ðàçáèëè íà 12 ïîäìíîæåñòâ (Ai)16i612,

(Bi)16i612, (Ci)16i612 òàêèì îáðàçîì, ÷òî |Ai ∩Bj|+ |Bj ∩Ck|+ |Ck ∩Ai| > 12 äëÿ âñåõòðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i, j, k, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 12. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâîýëåìåíòîâ ìîãëî ñîäåðæàòü ìíîæåñòâî M?3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå n èíòåðåñíûì, åñëè xn − 1 =
(xp−x+1)f(x)+ pg(x) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.Äëÿ êàêèõ p íàèìåíüøåå èíòåðåñíîå ÷èñëî ðàâíî pp − 1?4. Äàíû îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì O è òî÷êà T âíå åå. Êàñàòåëüíûå èç òî÷êè Tê îêðóæíîñòè ω êàñàþòñÿ åå â òî÷êàõ B è C. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ðàñïîëîæåíû âòðåóãîëüíèêå TBC, êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω âíåøíèì îáðàçîì è êàñàþòñÿ äðóã äðóãàâ òî÷êå J ; êðîìå òîãî, ω1 êàñàåòñÿ îòðåçêà TB â òî÷êå K, ω2 êàñàåòñÿ îòðåçêà TC âòî÷êå H. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà OBC. Äîêàæèòå, ÷òî÷åòûðåõóãîëüíèê BKJI âïèñàííûé.5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå÷èñëà a1, a2, . . . , an òàêèå, ÷òî ÷èñëà a1a2, a2a3, . . . , an−1an, ana1 â óêàçàííîì ïîðÿäêåîáðàçóþò íåïîñòîÿííóþ àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.6. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî N

∑

n=1

ln
(

1 + 1

n

)

ln
(

1 + 1

2n

)

ln
(

1 + 1

2n+1

)

< 1

3
(ln 2)3.7. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω â òî÷êàõ C è D ñîîòâåòñòâåííî, èïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. AM è AN � êàñàòåëüíûå èç A ê ω. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êè

A, C, D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB, CM è ND ïåðåñåêàþòñÿâ îäíîé òî÷êå.8. Íàéäèòå ñóììó n
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.9. Äàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî c. Âàñÿ çàäóìàë ÷èñëî îò 1 äî M . Ïåòÿ ïûòàåòñÿ åãîóãàäàòü, çàäàâàÿ âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå � äà èëè íåò. Ïåòÿ äàåò Âàñå ñïèñîê èç
n âîïðîñîâ (êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ âûáèðàåò Ïåòÿ), ïîòîì Âàñÿ íà íèõ îòâå÷àåò. Îáùååêîëè÷åñòâî íåâåðíûõ îòâåòîâ Âàñè íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü cn. Ïðè êàêèõ c Ïåòÿèìååò âîçìîæíîñòü íàâåðíÿêà óãàäàòü Âàñèíî ÷èñëî?10. Äàíî ìíîæåñòâî èç 1000 òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå âñå èç êîòîðûõ ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ õîðîøåé, åñëè äàííîå ìíîæåñòâî ìîæíîðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà A è B òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷åêìíîæåñòâà A äî ýòîé ïðÿìîé ðàâíî ñóììå ðàññòîÿíèé îò òî÷åê ìíîæåñòâà B äî íååæå. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê, ÷åðåç êàæäóþèç êîòîðûõ ïðîõîäèò íå ìåíåå 2011 õîðîøèõ ïðÿìûõ.
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